Calculus renforcé TD 2 PCm+, LDD GP, LDD PC, LDD STAPS-SPI

TD 2 - ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

I - L’ensemble des nombres complexes

a) Définition de C

Exercice 1 (x). Ecrire sous forme algébrique les nombres suivants :

1 -2 3+ 67 245 2-5¢
=4—(1—i b= (2+14)(1—4i == d= ——— = = .
«=10 EH)1-4) c=5 s Trew Tt
Exercice 2. Ecrire sous forme algébrique les nombres suivants :
(1P (14202 - (1)
(1 —d)t (34203 — (2+14)2

b) Conjugaison

Exercice 3. Résoudre les équations suivantes pour z € C :

1. 24+52=7-28i; (»)

2. 2=3z+5—1;

3. 22+ 3(2 — %) =13+ 18i. ()
Exercice 4 (). Dans le plan complexe, déterminer 1’ensemble des points M d’affixe z € C tels
que 22 =224+ 7 €R.

Exercice 5. Comment doit-on choisir les nombres complexes u et v pour que les trois nombres
l—uwv u+vw LU=V

, et ¢
1+wuwv 14 uv 1+ uv

suivants soient simultanément réels : ?

c) Module
Exercice 6 (x). Déterminer les modules suivants :
1-3:
1—i 1—1)(3+4i 1+14)° .
I T I (R e
Exercice 7 (x). On considére les points A, B et C' d’affixes respectives z4 = 3 — i, 25 = —2i et

zo =2+ 2i.
1. Placer les points A, B et C dans le plan R2.
2. Calculer les distances AB, AC et BC.
3. En déduire la nature du triangle ABC.

Exercice 8 (x). Soient z,z" € C. Montrer que :
|2+ 2 + |2 = 22 = 2(|2]* + | ]?).

En donner une interprétation géométrique en considérant le parallélogramme de sommets d’affixes
0,z 2" et z+ 2.
Exercice 9. Dans le plan complexe, décrire géométriquement ’ensemble des points M d’affixe
z € C tels que :

1. |z=2|=1 (%);

2. |z+1| < 2;

3. lz—i|=]z+ 1 (%).
Exercice 10. Dans le plan complexe, déterminer I’ensemble des points M d’affixe z € C tels que

1
z, z — 1 et — aient le méme module.
z

a—b

Exercice 11. Soient a,b € C tels que ab # 1 et soit z = N T
—a

1. Montrer que : (Jz] =1) < ((Ja] = 1) V (]b] = 1)).
2. Caractériser de méme |z| < 1.

Exercice 12. Résoudre dans C Péquation : Z(z — 1) = 22(z — 1).
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II - Trigonométrie et nombres complexes

a) Nombres complexes de module 1

Exercice 13 (x). Soient 0, ¢ € R.
1. Comment peut-on définir géométriquement le point Uy d’affixe e ? Faire un dessin.

2. Comment peut-on construire géométriquement les points Uy_g, Ur19 et U_p & partir du
point Uy 7 Faire un dessin.

i j 2T s
153 7

,e's et et

3. Placer dans le plan complexe les points d’affixe e'3, e 3,

4. Comment peut-on construire géométriquement Uy, a partir de Uy et de ¢ ? Faire un dessin.
Exercice 14. Soient 0, ¢ € R. D’aprés le cours, on sait que :
eH0+0) = i » oie, (1)
1. Montrer que 1’équation (1) peut se réécrire sous la forme :
cos(f + ) + isin(0 4+ @) = (cos(0) + isin(f)) (cos(p) + i sin(p)) .

2. En déduire des formules pour cos(f + ¢) et sin(f + ¢) en fonction de cos(8), sin(d), cos(p)

et sin(yp).
Exercice 15. Soient a et b deux nombres complexes de module 1.
1. Montrer que si ab # —1, alors z; = f:(fb €
2. Montrer que zo = % eR;.

Exercice 16 (%). Soit z € R, exprimer cos(3z) sous la forme d’une expression polynomiale en
cos(z).

Exercice 17 (). Soit 2 € R, linéariser cos®(z) sin?(x).

b) Argument et forme trigonométrique

Exercice 18. Déterminer une forme trigonométrique des nombres complexes suivants (avec 8,0’ € R) :
=140 (%) 2=1-V2 (%) z3=1—14iV3 (%)

—1—3
=1+ -iV3) () %= m (*) 26 = (V6 + 3v/2i)
27 = —sin(20) + 2isin®(0), 0 ¢ 77 zs =€+ () 29 =€ — '

V3

100
Exercice 19 (x). Ecrire sous forme algébrique le nombre suivant : <§ + z7> .

Exercice 20. On pose z; = 2v/6(1 + 1) et 2o = v/2(1 +iy/3).

1. Déterminer une écriture trigonométrique de z; et de z».

2. Déterminer la forme algébrique, puis une forme trigonométrique de z = 22
21
3. En déduire les valeurs de cos (171-—2), sin (%) et tan (1—7;)
I11 - Equations algébriques
a) Racines carrées
Exercice 21 (*). Déterminer les racines carrées des nombres suivants :
21:—2 ZQZi 23:—2’i
1
24:5(14\/??) 25 =141 26 = 3+ 4i.
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b) Trinéme du second degré
Exercice 22. Résoudre les équations suivantes dans C :
1L 224+2+41=0 (x);
2. 422 =162+ 11 —12i = 0;
3. 22— (1+4i)z2+5(1+4) =0 (%);
4. (22 +z2+1)2+1=0 ().

Exercice 23. Résoudre I'équation suivante dans C : iz3 + (—1+2i)22 — (4+i)z +3(=1+2i) =0
sachant qu’elle posséde une solution réelle.

IV - Nombres complexes et géométrie

Exercice 24. On considére la fonction :

f:C\{2} —C
2z —4
Z— — .
z—2

On note M le point d’affixe z et M’ le point d’affixe 2’ = f(2).
1. Montrer que |z’| = 2. En déduire une indication sur la position de M’.

2. Déterminer I'ensemble E des points M d’affixe z (avec z # 2) tels que M’ = B ou B est le
point d’affixe 2.

-2
3. Montrer que : Vz € C\ {2}, Z,—_’_Q € R. Interpréter géométriquement ce résultat.
z

4. Donner une méthode de construction de M’ et faire une figure.




